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ВСТУП 
Україна є розвинутою металургійною державою, яка 

за даним показником входить в першу десятку країн 
світу. В Україні діють шість найбільших у світі гірничо-
збагачувальних комбінатів, у складі яких використову-
ється велика кількість кульових млинів. В той же час 
вітчизняні залізорудні збагачувальні підприємства 
виробляють магнетитовий концентрат з підвищеною 
собівартістю порівняно з зарубіжними аналогами, що 
веде до значних перевитрат електричної енергії, куль і 
футеровки в процесах рудопідготовки та до зниження 
конкурентоспроможності продукції на світовому ринку. 
Особливо великі втрати відмічаються в перших стадіях 
подрібнення-класифікації вихідної руди. Удосконалення 
автоматичного управління процесами рудопідготовки є 
одним з головних шляхів виходу з даної ситуації. Зва-
жаючи на важливість, дані задачі постійно відмічають-
ся в урядових документах України і вносяться в темати-
чні плани наукових організацій. Розв’язання ряду таких 
задач, зокрема, включені до тематики наукових дослі-
джень Центральноукраїнського національного техніч-

ного університету. Оскільки дана публікація спрямова-
на на розв’язання частини однієї з таких задач, її тема є 
актуальною. 

Автоматизації рудопідготовки на магнітозбагачува-
льних фабриках приділяли увагу практично три поко-
ління вчених і практиків. В далекому зарубіжжі най-
більш відомими вченими цього напряму є А.Д. Лінч [1] 
і Дж.А.Хербст [2, 3]. В Україні такі роботи проводяться 
досить активно. Основи сучасних підходів заклав 
О.М. Марюта [4]. В теперішній час особливо активно 
розробляють ці задачі В.С. Моркун [5, 6], А.І. Купін [7], 
Є.В. Кочура [8], О.В. Поркуян [9], Н.В. Моркун [10], А.А. 
Азарян [11], В.В. Тронь [12] та інші. Розвитку автомати-
зованих систем керування процесами збагачення бід-
них залізних руд в останні роки присвячена робота [13], 
в якій зроблено висновок, що існуючі проблеми до 
кінця не розв’язані. Крім того, в цій же роботі вказуєть-
ся на необхідність розробки сучасних інформаційних 
засобів. На відсутність надійних засобів контролю необ-
хідної точності та на значну їх вартість звертається 
увага в [7]. Глибоко проаналізовані системи, що вико-
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ристовуються нині на залізорудних збагачувальних 
фабриках в роботі [14]. В ній сказано, що поряд зі знач-
ними досягненнями не всі задачі розв’язані. Авторами 
роботи [11] доведено, що реальний шлях підвищення 
ефективності збагачення залізних руд – це автоматиза-
ція першої стадії подрібнення, класифікації та магнітної 
сепарації. В роботі «Подрібнення. Енергетика і техноло-
гія» [13] зроблено ухил в напрямі енергетики рудопід-
готовки. Зокрема, відмічається, що автоматизовані 
системи, в яких в якості інформації використовують 
середню потужність електродвигуна і шум кульового 
млина, в промисловості широкого використання не 
знайшли. Тому проблему автоматичної оптимізації 
рудопідготовки вирішують шляхом компенсації збур-
них впливів вихідного живлення (що проблематич-
но) або пошуком і обґрунтуванням параметрів, що 
піддаються автоматичному контролю, які безпосеред-
ньо характеризують енергетичну ефективність процесу 
руйнування матеріалу в барабані млина [13]. Авторами 
даної роботи запропоновано такий підхід оцінки енер-
гетичної ефективності подрібнення руди в кульовому 
млині першої стадії [15], однак роботу цих засобів при 
спрацюванні футеровки ніхто не вивчав. Тому дана 
публікація передбачає виконати такі дослідження. 

Постановка проблеми. Метою даної публікації є 
математичне моделювання автоматичного контролю, 
що здійснюється безпосередньо в барабані кульового 
млина, енергетичної ефективності руйнування руди з 
отриманням даних для забезпечення необхідної точно-
сті в умовах спрацювання футеровки. 

Викладення матеріалу та результати. Реаліза-
ція енергоефективного подрібнення руди в кульовому 
млині потребує його контролю безпосередньо в бара-
бані. Такий контроль можливо здійснити, вимірюючи 
деформацію пружного елемента при ударах куль. Як 
показано в роботі [16], кульові млини працюють в умо-
вах неперервної зміни стану куль і футеровки, однак 
можливо створити умови автоматичної стабілізації 
усталеного режиму найкращого кульового наванта-
ження як за об’ємом, так і за складом. В межах 
1/3…1/2 довжини барабана від завантаження утво-
рюються широкі зони з практично незмінним розміром 
куль і осередненим розміром крупних шматків руди. У 
зовнішньому шарі біля футеровки кулі мають практич-
но незмінний розмір і при падінні у водоспадному 

режимі вони наносять удар по барабану, де знаходить-
ся пульпа з крупними шматками руди. Дану задачу 
можливо розглянути на математичній моделі, яка 
описує деформацію пружного елемента при ударі кулі в 
центральній частині. Деформацію центра пружного 
елемента можливо визначити відповідно залежності 
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де m – маса падаючої кулі; g – прискорення земно-

го тяжіння; с – жорсткість пружного елемента; h –
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де k – коефіцієнт пропорціональності, що залежить 

від міцності руди; k1 – стала, що характеризує зв'язок 
між загальним і деформованим об’ємом шматка руди; 
Vp – об’єм шматка руди. 

Аналіз показує, що при роботі кульового млина мо-
жуть виникати збурні фактори в наслідок неідеальної 
сегрегації куль і зносу футеровки. При цьому в певних 
межах може змінюватись діаметр і маса молольних тіл, 
які використовуються при вимірюванні, та швидкість їх 
руху. 

Як відомо [17], кількість обертів барабана кульово-
го млина визначається залежністю 
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де π=3,14; R – внутрішній радіус барабана млина; 

α – кут відриву куль зовнішнього шару. 
Визначивши з (3) cos  і піднісши до квадрату ліву 

і праву сторони отриманої залежності, запишемо 
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Оскільки при спрацюванні футеровки швидкість 
обертання барабана не змінюють, то при n=const мож-
ливо за (4) визначати кут відриву куль зовнішнього 
шару від футеровки при різних R.  

Швидкість падіння куль зовнішнього шару у точці 
зіткнення з футеровкою можливо визначити за форму-
лою [17] 

 

 2sin81p , (5)

 
де υ – швидкість руху куль зовнішнього шару при 

відриванні від футеровки, яка дорівнює υ = πRn/30, 
м/с. 

В моделях (1) і (2) швидкість руху куль при зіткненні 
з футеровкою подана через висоту їх падіння. Еквівале-
нтна висота падіння кулі буде дорівнювати  

 
gh p 22 . (6)

 
Розглянуті залежності дозволяють отримати вихідні 

дані для моделювання процесу за моделями (1) і (2). 
Промоделюємо процес руйнування руди на прикладі 
кульового млина МШЦ-45-60, у якого внутрішній діа-
метр з неспрацьованою футеровкою 130..150 мм скла-
дає 4,5 м. Вихідні дані для математичного моделюван-
ня занесемо в табл.1. 

Таблиця 1 
Вихідні дані для моделювання процесу руйнування руди в кульовому млині МШЦ-45-60 
Величина спрацюван-

ня футеровки, мм 
Внутрішній 

радіус барабана 
R, м 

Швидкість руху куль зов-
нішнього шару при відриві 

від футеровки υ, м/с

Кут відриву куль 
зовнішнього шару α, 

град

Швидкість руху куль 
при зіткненні з футе-

ровкою υр, м/с 

Висота h падіння куль 
еквівалентна швидко-

сті υр, м
0 2,25 3,8269 48°25' 8,95489 4,087

50 2,30 3,91 47°15' 9,010 4,139
100 2,35 3,995 46°10' 9,078 4,2

 
З даних табл.1 видно, що при спрацюванні футеровки 

зростає швидкість зіткнення куль з нею і, відповідно, 
висота h в моделях (1) і (2). Зміна висоти падіння кулі 
відбувається на 2,76%, що складає суттєву систематичну 
похибку. Вона на результати вимірювання буде впливати 
по-різному в залежності від розміру кулі. 

Результати моделювання впливу спрацювання фу-
теровки на точність контролю енергоефективності под-
рібнення руди в кульовому млині в залежності від 
розміру куль показані на рис.1. З рис.1 видно, що похи-
бка контролю енергетичної ефективності подрібнення 
руди в кульовому млині при неспрацьованій футеровці 
не залежить від розміру кулі, оскільки вона відсутня і є 
базовою величиною. Похибка залежить від величини 
зносу футеровки (криві 1 і 2). Особливо вона велика при 
малих розмірах куль і стрімко зменшується при зрос-
танні їх діаметра від 40 до 50 мм. При руйнуванні 1 см3 
руди кулею діаметром 40 мм відносна похибка відпові-
дно складає 1,9 та практично 4% для спрацювання 
футеровки на 50 і 100 мм. Розглянуті більш діаметри 
куль забезпечують похибку 0,85…0,65 та 1,84…1,46% 
відповідно при тих же спрацюваннях. Дані рис.1 харак-
теризують загальний механізм виникнення похибки 

при спрацюванні футеровки. Однак на їх підставі не 
можливо сформулювати підходи організації такого 
контролю та мінімізації похибки, яка виникає.  

 

  
Рис. 1. Залежність відносної похибки контролю енергети-

чної ефективності подрібнення руди об’ємом 1 см3 від 
розміру куль при спрацюванні футеровки:  

1 – неспрацьована; 2 – спрацьована на 50 мм;    
3 – спрацьована на 100 мм. 
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Перш за все звертає на себе увагу факт, що при від-
носно малому об’ємі руди і великих розмірах куль по-
хибка зменшується. Максимальний розмір (за висо-
тою) зруйнованого шматка руди можливо визначити 
відповідно залежності 
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де Rk – радіус кулі. 

Залежність (7) дозволяє знайти найбільшу товщину 
руди, яка буде ефективно подрібнена певною кулею, 
якщо у неї буде достатньо енергії. Об’єм ефективно под-
рібненої руди можливо визначити за залежністю  
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Результати моделювання процесу подрібнення руди 

падаючою кулею з використанням залежностей (7) і 
(8) приведені в табл.2. З даних табл.2 слідує, що макси-
мальна товщина шматка зруйнованої падаючою кулею 
руди майже вдвічі збільшується при розглянутому 
зростанні діаметра молольних тіл. Об’єми кульових 
сегментів зруйнованої руди відрізняються більше ніж у 
п’ять разів, однак відношення об’ємів зруйнованої 
руди до об’ємів падаючих куль залишається незмін-
ним. Об’єм зруйнованої руди порівняно з об’ємом па-
даючої кулі складає незначну частку. Тому цю частку 
подрібненої руди доцільно розглядати в якості крите-
рію оптимальності подрібнення матеріалу кулями різ-
них діаметрів.  

Таблиця 2 
Моделювання найбільшого ефективно зруйнованого об’єму  

матеріалу падаючими кулями різних розмірів 
Радіус кулі Rk, см Об’єм кулі Vk, см3 Максимальна товщина 

шматка руди hpmax, см
Об’єм зруйнованої руди 

кульового сегмента Vkc, см3
Відношення об’ємів Vkc/Vk, 

відн. одиниць 
2,0 33,49336 0,585780 1,944524 0,058057 
2,5 65,41672 0,732225 3,797899 0,058057 
3,0 113,04009 0,878670 6,562700 0,058057 
3,5 179,50318 1,025115 10,421435 0,058057 

 
Другим критерієм оптимальності подрібнення ма-

теріалу кулями різних діаметрів може бути ефектив-
ність роботи маси молольного тіла. Результати розра-
хунку даного показника представлені в табл.3. З даних 
табл.3 слідує, що ефективність роботи маси куль при 
подрібненні руди з максимальним значенням товщини 
шматка матеріалу не залежить від їх діаметра і є доста-
тньо високою – близько 7,4431 см3/кг. Тому визначимо 
деформації пружного елемента і різниці деформацій 
незавантаженого і завантаженого пружного елемента 
при подрібненні руди кулями різних діаметрів при 
максимальній для них товщині шматків руди. Моделю-
вання проведемо на матеріалі з k=0,45 кГм/см3 при 
h=4,0872 м. Результати моделювання приведені на 
рис.2, з якого видно, що деформація центральної час-
тини пружного елемента (залежність 2) практично 
лінійно зростає при збільшенні діаметра кулі, яка под-
рібнює руду максимальної для неї товщини. Практично 

така ж залежність (графік 1) отримана для різниці де-
формацій незавантаженого і завантаженого пружного 
елемента, однак сигнали тут набагато вищі. Отже, при 
однакових умовах подрібнення руди різними за діаме-
тром кулями деформації пружного елемента зростають 
зі збільшенням розміру молольних тіл. В чому ж тут 
причина? Її можливо уточнити співставленням відхи-
лень пружного елемента і залишкової кінетичної енергії 
кулі після руйнування руди, яке виконано на рис.3. З 
нього видно, що деформація пружного елемента май-
же пропорційно зростає при збільшенні залишкової 
кінетичної енергії куль. Найбільша залишкова кінетич-
на енергія у крупних молольних тіл. Тому при контролі 
енергетичної ефективності подрібнення руди кульови-
ми млинами слід по можливості вибирати кулі з біль-
шим діаметром. Виходячи з умов кульового млина 
МШР-40-50 [16], доцільно вибрати кулі діаметром 
50 мм, центр зони яких розташований на відстані 
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253 см від завантажувальної горловини, а сама зона 
має ширину 44 см і розташована на середині довжини 
барабана, де здебільшого встановлюють кришку люка 
[18]. Це підтверджується також і даними рис.1, оскільки 
при dk=50 мм відносна похибка контролю енергетичної 
ефективності подрібнення руди досягає практично 
мінімального значення, а розмір крупних шматків руди 
тут значно менший порівняно з їх величиною у заван-
таженні. 

Відносна похибка вимірювання технологічних па-
раметрів у збагачувальній галузі повинна знаходитись 
в межах ±3% [19]. Для куль dk=50 мм при неспрацьо-
ваній футеровці відносна похибка складає 0% при 
Δх=0,2847 мм в разі руйнування 1 см3 матеріалу. Спра-
цюванню футеровки на 50 мм відповідає деформація 
Δх=0,2823 мм, що складає 0,843%. Коли футеровка 
спрацюється на 100 мм, деформація складе 
Δх=0,2795 мм, що відповідає відносній похибці 
δ=1,826%. Це буде систематичною похибкою при вимі-
рюванні енергетичної ефективності подрібнення руди. 

Вона є недостатньо великою, але і не бажаною, оскільки 
буде зміщувати результати вимірювання даного техно-
логічного параметра. Тому її необхідно ліквідувати або 
зменшити.  

 

  
Рис. 2. Залежність деформацій пружного елемента при 
подрібненні руди з максимальною товщиною шматка:  

1 – для деформації Δх; 2 – для деформації х. 

Таблиця 3 
Дані розрахунку ефективності роботи маси куль при подрібненні руди з максимальним 

значенням товщини шматка руди 
Діаметр кулі dk, см Маса кулі mk, кг Об’єм зруйнованої руди Vkc, см3 Відношення Vkc/mk, см3/кг

4 0,26125 1,944524 7,4432
5 0,51 3,797899 7,4469
6 0,88117 6,562700 7,4431
7 1,4 10,421435 7,4439

 
 

  
Рис. 3. Залежність різниці відхилень пружного елемента без 

руди і з рудою від залишкової кінетичної енергії кулі 

 
Похибку, що виникає при спрацюванні футеровки, 

можливо компенсувати. Для цього необхідно визначи-
ти спрацювання футеровки і внести корекцію за резуль-
татами вимірювання. Виміряти товщину футеровки 
кульового млина можливо стержневим перетворюва-
чем, що проходить через всю товщину футерувальної 
плити. При спрацюванні футеровки однаково буде 
спрацьовуватись і стержневий перетворювач, зменшу-
ючи свою довжину. Вимірювання можливо здійснити 
пристроєм зображеним на рис.4, який працює таким 
чином. При обертанні барабана млина 4 стержневий 
перетворювач входить в зону  
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Рис. 4. Схематичне зображення стержневого  
перетворювача зі збуджувачем коливань: 

1 – футеровка; 2 – стержневий первинний перетворювач; 
3 – гідроізоляційне та гнучке амортизаційне кріплення 

перетворювача;  4 – фрагмент барабана кульового млина; 
5 – прокладка; 6 – вторинний перетворювач деформації; 
7 – жорстке амортизаційне кріплення перетворювача;  

8 – кришка - канал збуджувача коливань; 9 – колпачок;  
10 – фіксатор кулі; 11 – куля – збуджувач 

підстиляючого шару куль, які потім рухаються від-
повідно коловій траєкторії, а потім відриваються від 
футеровки. В цій зоні фіксатор 10 утримує кулю 11 у 
верхньому положенні. При підході стержневого перет-
ворювача в зону, близьку до вертикального стану, 
фіксатор 10 в наслідок збільшення зусилля з боку кулі 
11 спрацьовує і звільняє збуджувач коливань 11. Куля 
11, долаючи відцентрову силу, рухається практично 
вертикально і наносить удар в зовнішній торець стерж-
невого перетворювача 2. Цей удар є еталонним з зусил-
лям, прикладеним до зовнішнього торця стержневого 
перетворювача. При цьому збуджена хвиля фіксується 
вторинним перетворювачем 6 і проходить від зовніш-
нього торця до вторинного перетворювача, далі прохо-
дить до внутрішнього торця відстань і в зворотному 
напрямі. Збуджена хвиля спочатку долає відстань y від 
зовнішнього торця до вторинного перетворювача, далі 
проходить до внутрішнього торця відстань l-y і повер-
тається, пройшовши ще раз відстань l-y на зворотному 

шляху. Проміжок часу ty від фіксування хвилі вторин-
ним перетворювачем до повторного фіксування хвилі 
відповідає шляху 2(l-y) або шляху 2l1, де l1 –відстань від 
вторинного перетворювача до кінця стержня, l – повна 
довжина стержня в момент вимірювання. Швидкість 
розповсюдження хвилі  Ex  , де Е – модуль 
Юнга матеріалу стержневого перетворювача, а ρ – його 
густина. Тоді відстань від вторинного перетворювача до 
кінця стержня (товщина футеровки) буде дорівнювати 

 


Et

l y

21  . (9)

 
Оскільки у – це конструктивна стала, то повна дов-

жина стержневого перетворювача буде l=l1+y. 
Отже, пристрій (рис.4) дозволяє визначати товщину фу-

теровки в процесі експлуатації кульового млина і вносити 
корекцію при вимірюванні енергетичної ефективності руй-
нування матеріалу. Однак це значно ускладнить апаратуру. У 
даному випадку є більш доцільним зменшення допущеної 
при спрацюванні футеровки похибки наполовину. Тобто, 
тарування вимірювального пристрою енергетичної ефекти-
вності подрібнення руди здійснити з розрахунком на 50% 
умовного спрацювання футеровки, що відповідає 50 мм. 
Тоді при неспрацьованій футеровці систематична похибка 
складає 0,843%, поступово зменшуючись до нуля при зносі 
50 мм. Подальше спрацювання футеровки до 100 мм приве-
де до зростання похибки від нуля до 0,983%, що суттєво не 
вплине на результати вимірювання технологічного параме-
тра, а систему контролю ускладнювати не буде. 

ВИСНОВКИ 
Одним з ефективних шляхів розв’язання проблем, 

що накопичилися у вітчизняній рудопідготовці на залі-
зорудних збагачувальних фабриках, є удосконалення її 
автоматизації як створенням новітніх керуючих систем, 
так і засобів контролю технологічних параметрів, од-
ним з найбільш важливих серед яких є пристрій безпо-
середнього контролю в барабані кульового млина енер-
гетичної ефективності руйнування матеріалу. Він не 
досліджувався в умовах експлуатаційного спрацювання 
футеровки. 

Запропонована математична модель такого контролю 
дозволяє здійснити математичне моделювання процесу. 
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Встановлено, що швидкість руху куль при зіткненні з футеро-
вкою при її спрацюванні змінюється на 2,7%, що призводить 
до виникнення похибки контролю енергетичної ефективності 
руйнування руди. Вона має найбільше значення при малих 
діаметрах куль близько 40 мм і стрімко зменшується при 
кулях розміром 50 мм. Показано, що об’єми кульових сег-
ментів зруйнованої руди відрізняються більш ніж у п’ять 
разів, однак відношення об’ємів зруйнованої руди до об’ємів 
падаючих куль залишається незмінним. Відношення кульо-
вих сегментів зруйнованої руди до маси падаючих куль 
різної величини складає близько 7,4431 см3/кг. Деформація 
центральної частини пружного елемента практично лінійно 
зростає при збільшенні діаметра кулі, яка подрібнює руду 
максимальної для неї товщини. Практично така ж залеж-
ність отримана для різниці деформацій незавантаженого і 
завантаженого пружного елемента. Це пояснюється збіль-

шенням залишкової кінетичної енергії після руйнування 
матеріалу при зростанні розміру куль. Найбільш підходя-
щим для контролю енергетичної ефективності руйнування 
руди є куля розміром 50 мм. При спрацюванні футеровки в 
млині МШР-40-50 на 50 мм виникає похибка 0,843%, на 100 
мм – 1,826%. Є можливість її компенсувати, вимірюючи 
спрацювання футеровки, однак це сильно ускладнює апара-
туру. Тому більш доцільним є здійснення тарування при-
строю при умовно спрацьованій наполовину футеровці, коли 
буде допускатись систематична похибка у два рази менша 
порівняно з отриманою, що суттєво не вплине на результати 
вимірювання технологічного параметра. 

Перспективною подальших досліджень є практична 
реалізація засобу автоматичного контролю енергетич-
ної ефективності подрібнення руди кульовими млина-
ми при спрацюванні футеровки. 
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