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Введение. Объемы морских перевозок так называ-
емых тяжелых крупногабаритных грузов для потребно-
стей энергетической промышленности, офшорной ин-
дустрии, продолжают расти, несмотря на кризисные 
явления в мировой экономике. 

В условиях, когда необходимо обеспечить опти-
мальную загрузку судна, экономические соображения 
заставляют вводить в эксплуатацию все более крупные 
специализированные морские суда (Heavy Lift Carrier), 
оборудованные собственными кранами грузоподъем-
ностью до 1000 тонн. 

Одной из важнейших проблем и задач морского транс-
порта в различные периоды его развития является обеспе-
чение безопасности проведения грузовых операций. Мор-
ские и речные перевозки тяжелых негабаритных грузов на 
сегодняшний день крайне востребованы ввиду необходи-
мости перевозок специальной, строительной, сельскохозяй-
ственной и прочей техники, больших цистерн, промышлен-
ного оборудования для нефтяной и газовой промышленно-
сти, ветро- и гидроэнергетики. Для перевозки грузов такого 
типа активно создаются и используются специализирован-
ные суда типа Heavy Lift Carrier, оборудованные собственны-
ми кранами. Наиболее ответственными, сложными и ава-

рийноопасными этапами перевозки тяжелых негабаритных 
грузов являются этапы погрузки и выгрузки их на судно. 

Однако при выполнении грузовых операций с круп-
ногабаритными грузами на судах возникают две про-
блемы: во-первых, стабилизация положения судна, и 
во-вторых, обеспечение безопасности грузовых опера-
ций при минимальных затратах времени на ее прове-
дение. Задача стабилизации судна неразрывно связана 
с задачей динамического позиционирования в услови-
ях действующих возмущений, в этом случае основной 
проблемой является недостаток ресурса управления 
даже при оптимальных алгоритмах управления. При 
этом задачи обеспечения безопасности грузовыми 
операциями требует использования современных ме-
тодов оптимального управления при минимальных 
затратах времени. 

ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ 
Задача выполнения грузовых операций с крупногаба-

ритными грузами на судах предполагает реализацию такого 
управления, которое должно обеспечивать заданную точ-
ность при минимальных затратах управления (энергии)  
[1-5]. При этом сложность задачи позиционирования судна и 
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выполнения грузовых операций требует использования 
оптимальных законов управления [8, 11, 17, 19]. Однако при 
синтезе оптимальных регуляторов существуют объективные 
трудности, которые связаны с ограничениями в условиях 
задачи управления, вычислительными трудностями и 
ошибками идентификации модели объекта. 

Целью статьи является решение задачи моделиро-
вания и разработки стратегий оптимального управле-
ния грузовыми операциями с тяжелыми крупногаба-
ритными грузами на морских судах с учетом влияния 
массы груза, коррекции ошибок идентификации и по-
строения операции вычисления оптимального управ-
ления движениями в системе «судно – груз». 

Изложение основного материала. Современная 
практика проектирования систем управления основы-
вается на использование оптимальных систем управ-
ления, которые предполагают наличие целевого функ-
ционала. С точки зрения теории управления наиболь-
ший интерес представляют оценки качества управле-
ния в виде интегральных функционалов 

 


1

0

}),(),('),({}),(),('),({
t

t

dtttttFttttJ uxxuxx . (1)

 

При этом, для ограничений в виде динамической 
системы с целевым функционалом (1) 
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Для существования оптимума (2) необходимо вы-
полнение условий Лагранжа-Эйлера [7]: 
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В этом случае, основная трудность использования 
оптимального управления связана с решением системы 
дифференциальных уравнений (3) в частных производ-
ных, которое в общем случае представляется рядом. 

При выборе алгоритма оптимального управления, 
учет близости производных сужает возможности поис-
ка оптимума, поэтому в случае оптимизации в про-

странстве ],[ 100 ttC  говорят о сильном оптимуме, а в 

пространстве ],[ 101 ttC  достигается слабый оптимум.  
Естественно сохраняются свойства локальности и 

глобальности оптимума, при этом единственность 
оптимума определяет его глобальность – абсолютный 
оптимум и придает функционалу выпуклые свойства. 

Однако в этом случае важную роль играет стацио-
нарность системы. Для стационарной системы иденти-
фикация объекта проводится только при пуске систе-
мы, в то время как для нестационарной системы иден-
тификация проводится постоянно. Для выпуклых функ-
ционалов цели и стационарных систем обычно приме-
няется принцип максимума Понтрягина [9]. 

Предположим, что в простой вариационной задаче 
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Если целевой функционал обладает выпуклыми 
свойствами (квазирегулярен или регулярен – строго 
выпукл), при условии полной управляемости динами-
ческой системы ограничений, что позволяет считать 
ограничения выпуклыми, получаем задачу выпуклого 
программирования. 

Достоинство такой постановки задачи в том, что в 
случае справедливости предположения выпуклости 
задачи решением задачи (4) мы имеем единственный 
глобальный минимум. При этом условия выпуклости 
позволяют использовать теорему Куна-Таккера для 
Лагранжиана [9, 10]: 

 

*)*,,(*)*,*,(*),*,( λuxλuxλux LLL  (5)
 

Учитывая идентичность экстремальных свойств функ-
ции Лагранжа и функции Гамильтона при *λλ  , запи-
шем условие Куна-Таккера [8] в терминах функции Гамиль-
тона: 
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Отсюда формируем прямую и двойственную задачу 
с разделением переменных состояния и управления: 
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Для существования оптимума (2) необходимо вы-
полнение условий Лагранжа-Эйлера [7]: 
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В этом случае, основная трудность использования 
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Если целевой функционал обладает выпуклыми 
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глобальный минимум. При этом условия выпуклости 
позволяют использовать теорему Куна-Таккера для 
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Предполагая, что траектория движения оптимальна 
x= x*, в (6) переходим к двойственной задаче: 
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При этом в канонической форме выполняются не-
обходимые условия оптимума и условие стационарно-
сти по управлению  
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Собственно (7) это и есть принцип максимума Понт-
рягина – на оптимальной траектории при оптимальном 
управлении функция Гамильтона достигает своего 
максимума. 

Однако система уравнений (7) по прежнему пред-
ставляет собой систему уравнений в частных производ-
ных и, как следствие, решение этой системы, в общем 
случае, представляет ряд.  

Существует ряд задач, где использование принципа 
максимума дает простое решение. Так как оптималь-
ное управление строится на основе модели, то любая 
ошибка в определении параметров модели ведет к 
существенному ухудшению управления. 

Для известной задачи оптимального быстродействия 
[9] для объекта 
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где x  – координата, k  – постоянная, u  – управление, 
на которое накладывается ограничение по ресурсу 
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Ставится задача: перевести объект по оптимальной 
траектории за минимальное время из начального со-
стояния системы 
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в точку конца траектории 
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Получаем оптимальное управление по Понтрягину 
[6] для ресурса управления uk   
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Однако в данном случае для оптимального управления 
критичны ошибки идентификации системы. На рис. 1 приве-
дена модель оптимального управления линейным объек-
том [18, 20]. 

а)  
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б)  в)  
Рис. 1. Схема моделирования и переходные процессы в системе с оптимальным управлением: 

а) схема моделирования; б) переходные процессы при наличии ошибки идентификации; 
в) переходные процессы после введения Д-составляющей в тракт управления 

 
Модель объекта, (рис. 1, а, поз. 1) имеет цепь 3, опи-

сывающую ошибку идентификации. Эта ошибка имеет вес 
10-8, что достаточно мало влияет на свойства объекта. 
Однако при оптимальном управлении возникают колеба-
ния в управлении (рис. 1, б), что на реальном объекте 
вызывают значительные ошибки. Устранение ошибки, 
вызванной неточной идентификацией, возможно введе-
нием цепи Д-регулятора (рис. 1, а, поз. 2). Переходный 
процесс при оптимальном управлении и коррекции ошиб-
ки идентификации за счет введения Д-составляющей в 
канал управления приведен на рис. 1, в. 

Таким образом (рис.1), существует реальный выиг-
рыш от совмещения оптимального алгоритма управления 
и традиционных компонент ПИД-регулятора [13 – 16]. 

Для систем регулирования, в частности систем 
стабилизации, важным условием, является соотноше-
ние между ошибкой и мощностью, затрачиваемой на 
устранение этой ошибки. При этом мощность управле-
ния uP , затрачиваемая на устранение ошибки x  за 

время rt  при ресурсе управления mu  определяется 
соотношением 
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При оптимальном регулировании уменьшение 
ошибки требует значительных затрат управления, а 
полное устранение ошибки – бесконечного ресурса 

управления. На рис. 2 приведена зависимость оценки 
мгновенной мощности управления от оценки ошибки, 
для модели (рис.1).  

Рис. 2. Влияние ресурса управления на время переходного 
процесса 

Необходимо учитывать, что принцип максимума 
Понтрягина является только необходимым условием, и 
является достаточным условием в случае выпуклой 
задачи. Недостатком принципа максимума Понтрягина 
является невозможность его применения в случае 
отсутствия выпуклых свойств в задаче. 

При построении оптимального управления опера-
циями с крупногабаритными грузами необходимо 
учитывать ограничения, которые связанные с требова-
нием возможно меньших перегрузок в системе «кран – 
груз». Рассмотрим ускорения, воздействующие на груз 
(табл.1). 
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Таблица 1  
 Ускорения груза 
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Определим условие, при котором воздействую-
щие на груз ускорения минимально возможны.  

Из анализа табл.1 можно сделать вывод, что тра-
ектория должна состоять из простых движений. Дей-
ствительно, при линейном движении груз испытывает 
только линейные ускорения: 
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А при повороте крана  
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(9)

Таким образом, из анализа выражений (8) и (9) 
можно сделать вывод, что существует возможность 
получить уменьшение нагрузок в системе «судно – 
кран – груз» простым выбором траектории движения 
груза (рис.3). 

Выбор кусочных траекторий (рис. 3) позволяет по 
умолчанию снизить нагрузки на судовые краны. Если 
при операциях с относительно малыми грузами (по 
весу) целесообразно использовать гладкую траекторию 
[8-10], то при операциях со сверхтяжелыми крупнога-
баритными грузами гладкая траектория движения 
груза заведомо ведет к появлению дополнительных 
напряжений в системе подвеса груза, а это может при-
вести к аварии или катастрофе [1, 5]. 

 
 

103 

# 22 (2017) 

С одной стороны, определенность траекторий сужает 
возможности оптимизации задачи, а с другой – целевым 
функционалом задачи является время T, затраченное на 

операции погрузки – разгрузки. Таким образом, опти-
мальное управление процессом погрузки – разгрузки 
приводит к оптимизационной задаче вида (10) 

 

Рис. 3. Траектория движения крупногабаритного груза: 1 – поступательное движение, 2 – вращение 

Задача (10) содержит функционал цели J , `за-
крепления и динамические модели груза с координа-
тами g  и судна с координатами x . В этой постановке 
задачи можно рассматривать два случая: судно при-
швартовано, x=const, и компенсируются все возмуще-
ния, и случай, когда груз неподвижен, g = const, а судно 
производит эволюции. При этом, в случае, когда коор-
динаты груза постоянны, g = const, задача упрощается.  

Обозначив A-1B=A, A-1D=B и выделив в правой 
части управления u и возмущения Q, получаем (11) 
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В задаче (11) интегрант функционала цели вы-
рожден 1f . Преобразовав ограничения к виду 
равенства, получим мгновенное выражение для функ-
ции Лагранжа [– 14] 
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Включив 0  в (12) как компонент вектора λ , пе-
реходя в обозначениях от функции Лагранжа к функции 
Гамильтона, можем записать в виде 
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На оптимальной траектории для (13) определим функционал Лагранжа, или в принятых терминах, функцио-
нал Гамильтона 
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Определим условие, при котором воздействую-
щие на груз ускорения минимально возможны.  

Из анализа табл.1 можно сделать вывод, что тра-
ектория должна состоять из простых движений. Дей-
ствительно, при линейном движении груз испытывает 
только линейные ускорения: 
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А при повороте крана  
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Таким образом, из анализа выражений (8) и (9) 
можно сделать вывод, что существует возможность 
получить уменьшение нагрузок в системе «судно – 
кран – груз» простым выбором траектории движения 
груза (рис.3). 

Выбор кусочных траекторий (рис. 3) позволяет по 
умолчанию снизить нагрузки на судовые краны. Если 
при операциях с относительно малыми грузами (по 
весу) целесообразно использовать гладкую траекторию 
[8-10], то при операциях со сверхтяжелыми крупнога-
баритными грузами гладкая траектория движения 
груза заведомо ведет к появлению дополнительных 
напряжений в системе подвеса груза, а это может при-
вести к аварии или катастрофе [1, 5]. 
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С одной стороны, определенность траекторий сужает 
возможности оптимизации задачи, а с другой – целевым 
функционалом задачи является время T, затраченное на 

операции погрузки – разгрузки. Таким образом, опти-
мальное управление процессом погрузки – разгрузки 
приводит к оптимизационной задаче вида (10) 

 

Рис. 3. Траектория движения крупногабаритного груза: 1 – поступательное движение, 2 – вращение 

Задача (10) содержит функционал цели J , `за-
крепления и динамические модели груза с координа-
тами g  и судна с координатами x . В этой постановке 
задачи можно рассматривать два случая: судно при-
швартовано, x=const, и компенсируются все возмуще-
ния, и случай, когда груз неподвижен, g = const, а судно 
производит эволюции. При этом, в случае, когда коор-
динаты груза постоянны, g = const, задача упрощается.  

Обозначив A-1B=A, A-1D=B и выделив в правой 
части управления u и возмущения Q, получаем (11) 
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В задаче (11) интегрант функционала цели вы-
рожден 1f . Преобразовав ограничения к виду 
равенства, получим мгновенное выражение для функ-
ции Лагранжа [– 14] 
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Включив 0  в (12) как компонент вектора λ , пе-
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На оптимальной траектории для (13) определим функционал Лагранжа, или в принятых терминах, функцио-
нал Гамильтона 
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Решая (15) следует учитывать, что возмущения в системе низкочастотные, и существуют три независимы пе-
ременных λux ,, . Получим систему уравнений (16) 
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Используя принцип максимума Понтрягина 
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Формируем условия оптимальности из двух усло-
вий канонической системы (16) и связи принципа мак-
симума 
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Из первого уравнения условий оптимальности (17) 
находим оптимальное значение для λ=λ*, как решение 
дифференциального уравнения. Второе условие, при 
ненулевом λ, не выполняется. Однако, учитывая линей-

ность функции Гамильтона, получаем условие, ограничи-
вающее выбор оптимальности управления 
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Исходя из принципа максимума получаем условия 
выбора управления (18) 
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Исходя из правила n  интервалов для (18) получа-
ем два интервала знакопостоянства управления и воз-
можность оценить связь критерия оптимальности и 
используемого ресурса управления 
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Следовательно, оптимальность управления опре-
деляется на каждом участке траектории как два знако-
постоянных отрезка управления. 

Учет граничных условий требует, чтобы выполня-
лись следующие равенства 
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Условия в начале траектории не вызывают труд-
ностей, а условия в конце траектории позволяют опре-
делить момент снятия управления. При нахождении 
решения дифференциального уравнения необходимо 
решить задачу Коши [6-7].  

Отнесем неопределенную переменную C к пер-
вому уравнению системы (17). В этом случае переклю-
чения управления происходят в моменты изменения 
знака   – конец первого интервала знакопостоянства 
и снятие управления при 0/ dtdx . Выбор постоян-

ной C  проводим градиентной процедурой по крите-
рию отсутствия перерегулирования. Схема моделиро-
вания определения оптимального управления приве-
дена на рис. 4. Решение дифференциального уравнения 
определяет блок 1 (рис. 4).  
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Выражение (19) дает решение уравнения системы 
в «обратном времени». При этом неопределенная кон-
станта определяется простой градиентной процедурой 
по критерию минимума перерегулирования переход-
ного процесса   
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Рис. 4. Схема моделирования оптимального управления 

 

Критерий снятия управления формируется блоком 
2 модели процесса (рис.4) по условию равенства скоро-
сти нулю 
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Условия переключения управления могут быть 
определены автоматически 
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Результаты моделирования системы оптимально-
го управления приведены на рис. 5. Таким образом, 
при построении оптимального управления грузовыми 
операциями на судах необходимо решать задачу опре-
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Выражение (19) дает решение уравнения системы 
в «обратном времени». При этом неопределенная кон-
станта определяется простой градиентной процедурой 
по критерию минимума перерегулирования переход-
ного процесса   
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Рис. 4. Схема моделирования оптимального управления 
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Результаты моделирования системы оптимально-
го управления приведены на рис. 5. Таким образом, 
при построении оптимального управления грузовыми 
операциями на судах необходимо решать задачу опре-



 
 

106 

ПРОБЛЕМИ ІНФОРМАЦІЙНИХ ТЕХНОЛОГІЙ 

деления точек переключения, используя метод моде-
лирования обратного (попятного) движения совместно 

с градиентной процедурой определения постоянной в 
обратного решении.  

 

а)  
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Рис. 5. Результаты моделирования системы оптимального управления: 
а) переходные процессы и управление в системе; б) сравнение переходных процессов в оптимальной системе и системе 

при постоянном управлении 

ВЫВОДЫ 
В работе рассмотрены особенности задачи управле-

ния грузовыми операциями и использование классиче-
ских алгоритмов оптимального управления примени-
тельно к динамике операций с тяжелыми крупногаба-
ритными грузами. Предложен и обоснован метод по-
строения управления, оптимального по Понтрягину, с 
использованием моделирования обратного (попятно-
го) движения, как процесса свободного движения   
модели из конечной точки траектории с градиентной 
процедурой определения постоянной интегрирования. 

Системы управления линейными объектами, опти-
мальные по быстродействию, чувствительны к ошиб-
кам идентификации, что требует коррекции моделей, 
например, с использованием корректирующих регуля-

торов. При этом возможности оптимального регулято-
ра определяются ресурсом управления. 

При работе с тяжелыми крупногабаритными груза-
ми необходимо разделять траектории на простые дви-
жения, что снижает перегрузки в системе управления. 
Использование операции управления, оптимального по 
времени, ведет к противоречию между требованием 
минимальности ускорений движения груза и требова-
нием минимального времени перемещения тяжелого 
крупногабаритного груза.  

В работе показана целесообразность совместного 
использования в регуляторе оптимальных и неопти-
мальных компонент, где предложенная процедура 
обеспечивает минимальное время переходного про-
цесса при отсутствии перерегулирования.  
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